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Sistemi robotici

Sono sistemi costituiti da un insieme di corpi
rigidi (link) connessi mediante giunti attuati.

DOF (degrees of freedom) = numero di giunti indipendenti

Tipi di giunto

rotazionale prismatico




Tipi di robot

;«-é*,z A

ﬁ 0

cartesiano cilindrico
61 62
p

o (§

¢

polare scara

Manipolatori antropomorfi

antropomorfo




Robot paralleli

Robot paralleli

Piattaforma di Stuart




Problema cinematico

Posizionare la pinza nello spazio in una data
posizione e con un dato orientamento rispetto ad un
sistema di riferimento assoluto.

Vp Locazione (x,y, z, a, 0, ¢)

sestupla che specifica posizione e
orientamento di una terna rispetto
a un sistema di riferimento

YE Soluzione cinematica

Xp Valori dei giunti che portano la
pinza nella locazione desiderata




Richiami di trogonometria

VA
P rcos@ in@
p=(2)-(1558) gm0 .
p, rsin@ g cosd  p.
by : P 0= arctan(&J
\ ’
0 . X
Px

. : sin(a + ) =sina cos 8 + cos ¢ sin
sin(—a) = —sina @+ f) P P

cos(a + ) =cosa cos [ —sin & sin
cos(—a) =cosa @+p) P P

(sina)® +(cosa)’ =1 | tan(a+ f) L)

l-tana tan B

Richiami di trogonometria

tgo 4

0 /2 i 3n/2 21

Per risolvere il dubbio sul
doppio angolo si usa:

0 = atan2(p,, p,)
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Vettori

y A
_[.2 2
Py P P:[pxj ‘P‘_ Pt p,
0 - X Py 0= arctan[ﬂj

Px Py

differenza

y
a C
b

Prodotto scalare

aeb = ‘a‘ ‘b‘ cosd :Zn:al.bl.
\e b i=1

aeh = beq

Esempio: a, b,
a=|a, b=|b,
a, b

aeb = ab, +a,b, +a,b,
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Prodotto vettoriale

¢ anb = c
: i = |a] |¢| sin®
0 a
anb = -bna

= ¢ giace sulla perpendicolare al pianodiaeb

= il verso di ¢ ¢ dato dalla regola della mano destra
o dalla regola della vite

a, bx X )7 z
a=|a, b= by anb=|a, a, a,
a, bz bx by bz
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Matrici

Determinante
4 = (all ayy

a a

E’ definito solo per matrici quadrate.
) Per una matrice 2x2 vale:

det4 = ‘A‘ = a,,ay — a4,

Per matrici el — Zn: a, (_1)i+k detd, Esviluppo }

nxn si ha: = sulla riga i

oppure: det4d = Zakj (=) det A, [SViluppo ]
k=1

sulla colonna j

A4, ¢ la matrice (n-1)x(n-1) ottenuta da 4
eliminando la riga i e la colonna £.
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Esempio

1 2 -1
A= [(1) -;’ % Sviluppando sulla riga 1 si ha:

1 2 -1 )
A4, =10 3 2= detd,, = 31-12 =1
1 1 1 11

1 1 1

1 2 -1 0 2
A, =10 3 2 |= detd,, = 01-12 = -2

11 12

1 1 1

1 2 =1 0 3
A =10 3 2 |= det4;; = 01 -13 = -3
Pl 1)t "

quindi: det4 = l-detAd,,—2-detA4,,—1-detd,; = 8

Matrici

Trasposta o . C
La trasposta di A ¢ la matrice AT che si ottiene

da A scambiando le righe con le colonne:

A:[Cl,-j]n,m m—) AT:[aji]

mn

Esempio

3 4
321 .
A= m— 4= (2 0
40 5 s
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Matrici

Inversa
E’ definita solo per matrici quadrate T — adj 4
con determinante diverso da zero: det 4

dove adj4 (detta aggiunta di A) ¢ una matrice nxn i cui elementi

valgono: —
d; = (~1)* det 4,
Esempio A= (“11 alz) adj A = (azz —auj
ay Ay —dy 4
verificare che ( ay —alzj ( a,, —alz)
A A_l =I A71 _ _a21 all _ _a21 all
det 4 apdyy — Ay, 17

Algebra delle matrici

e A=[a;1,,  B=[b;]

nm

Somma A+B=C=[al.].+bl.].]n

,m

Sottrazione A-B=C=la;-0;]

Prodotto Se A=[a;] B=] bij ]

np p,m

AB =C = [c;

y ]n,m
p
G = Zaikb,g.
k=1
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Esempio

2301
102
A = B=14210
2x3 O 2 1 3x4
0321
Calcolo dell’elemento C
rigaidi 4 colonnaj di B
[a;, a5 a;] blj Cij = Ci b1j+ci2b2j+ci3b3j
b,.
sz oo 2943
3 87 41

Matrici: proprieta

A+B =B+ A4 somma commutativa

(A+B) + C = A + (B+C) | somma associativa

(AB)C = A(BC) prodotto associativo

AMB+C) = AB+ AC distributiva

AB # B A prodotto non commutativo
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Matrici: altre proprieta

det (A7) = det (4)
det (4B) =det A det B

det (A7) = detl(A)

A" =4

(A+B)' = A"+ B'
(AB)" = B™ 4"
AA =474 =1
Aht=1
(4B = B'4"

(AT)—I — (A—I)T

rango: massimo numero di
colonne indipendenti

V, eV, sono indipendenti se
Ak#0:V,=kV,

rango(A)=n =) det(A)=0

rango(A)<n =) det(A)=0
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Descrizione spaziale

sistema di riferimento cartesiano

descrizione di P rispetto ad {A}

2
AP o py
P

Posizione
{A}
7 A AP
{A}
o y
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Descrizione spaziale

Rotazione

La rotazione di una terna {B} rispetto ad una terna {A}
si definisce esprimendo i tre versori di {B} rispetto ad {A}:

ARB:[AXB AYB AZB]

¥B Matrice di rotazione

Ya
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Esempio

Se la terna {B} ¢ ruotata di 6 intorno a zg si ha:

cosé —sind 0
Ix, =| sin@ 1y, =| cos@ 1z,=10
Zp A 0 0 1

{B} cosd -—sinf 0

‘R, =|sin@ cos@ 0

YB
4, 0 G

/(ﬁ Xp YA Matrice di rotazione
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Descrizione spaziale

Frame
Una terna {B} ¢ completamente descritta dalla posizione della

sua origine ¢ dalla rotazione dei sui assi rispetto ad {A}:

Zp

(ay T\ B

YB
Py {ARB ? APBO }

XB

/ Ya
XA

Frame

v
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Trasformazioni

Consentono di cambiare la descrizione di un oggetto
da una terna di riferimento ad un’altra.

Traslazioni pure

Zp 4 Zg {B}
{A} o P
Bp

SPT= D

APp,

YB
XB
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Trasformazioni

Rotazioni pure

AP = ARB BP
Trasformazioni
Roto-traslazioni
Zg
Zp A o P
B}y \ &
{A} P Vo
APBO
XB
Ya
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Trasformazioni omogenee

Consentono di descrivere una roto-traslazione per
mezzo di un operatore matriciale:

P="RP + P,

!

LD = AT

a—
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Trasformazioni omogenee

Utilizzano una rappresentazione vettoriale in R*

punti:

TN
SIS
<

N

—_N S

VY
o< =<

vr
vettori: [vy
v
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Trasformazioni omogenee

Nello spazio omogeneo si ha:

4 4
=S dove: T, = | __ i I
0001
Infatti:
ARB %APBO BP B ARBBP+APB0 B AP
000 1 )1 1 1
31
Esempi
Traslazioni pure Rotazioni pure
1 OO§dx_ M T hiz O
TRANS,, = 01 Oidy “ROT, =| " T2 r23§0
0014, By Ty s O
00 0 1 0O 0 01
Roto-traslazioni
o Ta N d,
ap _| T T T d,
B — :
51 T3 T3z d,
0 0 0 1] “




Trasformazioni omogenee: proprieta

Invertibilita

{B}
A
{A}

ATB

\

°T, =Tyt
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Trasformazioni omogenee: proprieta

NOTA: L’inversa di una matrice con colonne
ortonormali ¢ uguale alla sua trasposta

Quindi si ha:
— — — _ . =
nx Ox ax px nx ny nZ p n
_ [ J
ny Oy ay py _ 0, Oy (0] peo
n, o, a, p. a. Cly a —pea
0 0 1] |o 0 1
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Trasformazioni omogenee: proprieta

Componibilita (B} 7, A/ﬁf}
A /

{A}

ATC = ATB "Tc
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Trasformazioni omogenee: proprieta

La componibilita
non € commutativa T1 TZ * TZ T1

Sia: T,=TRANS(x,L) T,=ROT(z, 6)

L L aa A2
0 -

0

1

r 3

ch 2 1 \/

- 36

_S,Q

IT, = “

o= O O

s, c
I

o= O O
N~
%)
5




Cinematica dei robot

B} W3

Cinematica diretta: BTw(©,,...,0,)

Cinematica inversa: ei = fi(X, Y.z, o, B,7)

locazione del polso
37

Spazi di rappresentazione

La configurazione di un manipolatore a N gradi di liberta puo
essere descritta nei seguenti spazi di rappresentazione:

vettore che esprime la
P c R® P

Spazio cartesiano: )
locazione del polso

. - . N vettore delle variabili
Spazio dei giunti: 0eR dei giunti

. . . . M vettore delle variabili
Spazio di attuazione: o € ‘R dei motori (M = N)
cin. diretta

spazio di spazio spazio
attuazione dei giunti cartesiano

RM RN cin. inversa RO
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Convenzioni

A, = trasformazione omogenea che A = FIT
descrive {i} rispetto a {i —1} :

T, = trasformazione omogenea che =
descrive {i} rispetto a {0} Ti = A1 Ay A

Esempio 1: robot cartesiano 2D

Yo

40




Esempio 2:

Y1

X

Yo

Xo

Problema:

Cop —Sp
Iy =15, ¢
0O O

Trovare le coordinate dei vertici del triangolo nello
spazio di riferimento fisso

rotazioni oggetti 2D

X

1
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Esempio 2: calcolo coordinate

Y1 L
: B=|0
(0, H) -2
(L, 0)
P, X1
0. -
x+Lc, x—Hs,
"R=|y+Ls,| °'P=|y+Hc,

1

1

0
'p=|H| 'P=
1
T = Tl
x+ Hs,
P, = y—Hc,
1
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Esempio 2: programma

x0ld = yold = 0;
t = current_time();
Ts = sampling period;

while (1) {
input(v, teta);
vX = v * cos(teta);
vy = v * sin(teta);
X = xo0ld + vx*Ts;
y = yold + vy*Ts;
delete_ object(xold, yold);
draw_object(x, y):
xold = x; yold = y;
t=t + Ts;
block_until(t);

Esempio 3: robot a 3 dof

¢ —s 0
4 =|s, ¢ H
0 0 1
¢, =8, L
A =1|s, ¢, O
0 0 1
c; =85 L
A, =1s; ¢ 0
0 0 1
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Esempio 3: calcolodi T,

Ty = A 4, 4,

S Lie, + Ly,
¢, HA+Ls +L,s,
0 1

§,,=-sin(0, +6,) S;53 =sin(6; + 6, + 0;)

simbologia
cp=c08(0; +6,) | | ¢;53=c08(8; +0,+05) | 4

Cinematica inversa - 1

Consiste nel ricavare le coordinate del polso in funzione

delle coordinate dei giunti:
Il polso ¢ descritto dalla

trasformazione T*

C — S X

X3 o a
T =|s, ¢ v
o 0 0 1

Ciz — 813 Lic,+ Lycy,

Ty = | 8 €G3 HALs +1Lys,
0 0 1

X, 46




Cinematica inversa -2

Eguagliando T* con Tj si ottiene:

a= 6,+06,+06 6]
x = Lic; + Ly, )

Riscriviamo la (2) e la (3) come segue:

Quadrando e sommando si ha:

x = L, t Ly,
y—H = Lis; t L,sy,
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Cinematica inversa -3

X+ (-HY = L2+ L7 +2L Ly,

Da cui si ricava:

X +(y-HY-L -1

¢, =

2L L,
S, = +./1- 022 La scelta del segno dipende
dalla configurazione del
.. gomito desiderata:
E quindi: — = gomito in su

+ = gomito in giu
0, = atan2(s,, ¢,)
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Cinematica inversa - 4

) 9,<0

Configurazione

gomito su (6, <0):

Configurazione

gomito giu (6, > 0): / > 0,>0
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Cinematica inversa -5
Ricavato 0,, risolviamo la (2) e la (3) in termini di 0,:

{x = Licy t Lycjcy — Lysysy, = (Ly+ Lycy)ey — (Lysy)s,

y—H = Lis; + Lys\cy + Lyeysy = (Ly+ Lycy)s; + (Lys))e

k., =L, +L
Ponendo ! ! 292
ky = Lys,

x = kjcy—kys,
si ha:
y—H = kis; + ky,

50




Cinematica inversa -6

Scriviamo k, € k, come:

k, = rcosy r= k' +k;
)

k, = rsiny y = atan2(k,, k,)

x = recy—rss; = reos(yt6,)
Quindi: .
y—H = res, trsec = rsin(yt6)

yv—H

X

Ovvero: tan(y +6,) =

51

Cinematica inversa -7

E quindi: 6, = atan2(y—H, x) — y

dove:  y = atan2(k,, k;) = atan2(L,s,, L,+L,c,)

Infine, dalla (1) si ricava:

93 = 0!—(91—(92
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Robot a 4 dof: calcolo matrici A, e A,

¢ =5 00 ¢ =5, 0 I simbologia
Lol e 00 J0 0 10 s; = sin 6,
lo 0 1 H *ls, ¢ 00 c; = cos 0
0 0 01 0O 0 o0 1

53

Robot a 4 dof: calcolo matrici A; e A,

c; —s, 0 L, ¢, —s, 0 L, Slmb().logla
4| 6 00 4 _|% ¢ 00 s;=sin O,
10 0 10 10 0 10 ¢; = cos 6,
0 0 01 0 0 01
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Robot a 4 dof: calcolo matrice T,

cc, —¢s, s Lg Cy =5y 0 Ly+Lc,
sc, —s88, —¢ LS s c 0 L.
AA =|"1%2 1°2 1 5 A A =] 34 1S3
1492 S, c, 0 H 3494 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 O 1
CCpy —CSyy 8 (L +Lc,+Licy,)
T, = AAAA, = $i1Cx —SiSyss —€ S{(Ly+ Lye, + Licyy)
S934 Co34 0 Lys, +Lys,, +H
0 0 0 1
: . §,;=sin(0, + 0 S, =sin(0, +0.+0
simbologia | "~ (9 +6,) 234 = 8I0(0, + 05+ 0,)
53 = cos(0, + 05) C,3,=co0s(0,+0;+6,)
55

Robot a 4 dof: cinematica inversa - 1

Zy A

Xo
CpCy —CpSy S, PC,
Il polso ¢ descritto o S,Cp —8,8, —C, P8,
dalla trasformazione: K c 0 z
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Robot a 4 dof: cinematica inversa - 2

Eguagliando T* con T si ottiene:

a= 6,+0,+0, 6]
Q=6 2)
p—Ly = LycytLsers ()
z—H = L,s, + Lss,, “4)

Quadrando e sommando Ia (3) e la (4) si ha:
(0— L)+ @z—-H)y = L2+ L7+ 2L,L;c,
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Robot a 4 dof: cinematica inversa - 3

Da cui si ricava:
(p—L)Y +(z-H)Y -L,-L;
P4 2 T is
2L,L,
_ 2 La scelta del segno dipende
s, = tafl—c; &no dip
dalla configurazione del
gomito desiderata:

— = gomito in su
+ = gomito in giu

E quindi:

0, = atan2(s;, c;)
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Robot a 4 dof: cinematica inversa - 4
Ricavato 0, risolviamo la (3) e la (4) in termini di 0,:

p—L; = (Ly+ Lycs)e, — (L383)s,
z—H = (Ly+ Lscy)sy T (Lss3)ey

=L, +
Ponendo kl Lz L3C3
ky, = Lys;

, pP—L; = kcy—kys,
st ha:
z—H = ks, + ke,
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Robot a 4 dof: cinematica inversa - 5

Scriviamo k, € k, come:

k, = rcosy r= Ak +k;
)

k, = rsiny y = atan2(k,, k,)

p—L; = ree,—rss, = rcos(yto)
Quindi: )
z—H = res, trsc, = rsin(yt6)

z—H
p—L

Ovvero: tan(y +6,) =
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Robot a 4 dof: cinematica inversa - 6

E quindi: 6, = atan2(z—-H,p—-L)) — y

Infine, dalla (1) si ricava:

61




